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MOLAPP
Sexta dloha
Goniometrické funkce 1 O
Tik tak
Mirek Kubera Laboratorni prace
Doba na pripravu:
ra e v z s s v 5 min
Vystup RVP:  Z3dk nacrtne grafy elementarnich funkci a urci jejich vlastnosti, Doba na provedenti:
pfi konstrukci grafli aplikuje znalosti o zobrazenich, formuluje 45 min
a zdlivodnuje vlastnosti studovanych funkci, aplikuje vztahy mezi Obtiznost:
hodnotami goniometrickych funkci a vztahy mezi témito funkcemi nizka

Klicova slova: goniometrické funkce, sinus, kosinus, amplituda, perioda, posunuti
ve sméru osy X, posunuti ve sméru osy y, uhlova frekvence, derivace,
poloha, rychlost

Ukol 1) Zméfte zavislost polohy pohybujiciho se kyvadla na ¢ase.
2) Urcete periodu kmitt kyvadla.
3) Porovnejte graf namérené zavislosti s grafem funkce kosinus.

Pomucky Pocitac s programem Logger Pro, sonar Go!Motion, kyvadlo délky 80cm, stojan, dlouhé
pravitko ¢i metr

Teoreticky Pohyb kyvadla fascinoval lidstvo dlouhou dobu. Galileo pozoroval pohupuijici se svicen
uvod a srovnaval jeho pohyb se svym pulsem.V roce 1851 Jean Foucault pomoci dlouhého ky-
vadla prokazal rotaci Zemé. Kyvadlo se pohybuje stéle ve stejné roviné, zatimco Zemé pod

nim se otaci.

Vypracovani 1) Zavéste kyvadlo na pevny stativ a umistéte sonar Go!Motion p¥iblizné do vzdalenosti
50cm od rovnovéazné polohy kyvadla.

2) Zapojte sonar Go!Motion do pocitace a spustte program Logger Pro.

3) Zmérte vzdalenost mezi kyvadlem ve svislé poloze a sonarem. Zapiste tuto vzdalenost
D do pripravené tabulky.

4) Umistéte metr pod kyvadlo. Jeho pocétek musi byt pod kyvadlem, které je v rovno-
vazné poloze (svisly zavés). Urcete, jak daleko budete kyvadlo vychylovat pfi uvedeni
do pohybu. Tato vzdalenost by méla byt alespor 20 cm. Zapiste tuto hodnotu do tabul-
ky jako amplitudu A.

5) Uvedte kyvadlo do pohybu a pomoci stopek zméfte periodu jeho pohybu. Perioda
je doba potiebna k tomu, aby se kyvadlo pfi svém pohybu vratilo do plvodni polo-
hy a pohyb se zacal opakovat. Zméfte desetindsobek periody a zapiste tuto hodnotu

do tabulky. 55



Matematika

56

Analyza
dat

Tabulka
naméienych
hodnot

. 00
pracovni list studenta R 1
Tik tak

Jestlize se kyvadlo pohybuje pravidelné, spustte Sbér dat. Méreni bude probihat
po dobu péti sekund.

Ziskany graf zavislosti vzdalenosti na ¢ase by mél mit prabéh podobny funkci kosinus.
Jestlize méte pochybnosti o spravnosti namérenych dat, poradte se se svym ucitelem.

Budete porovnavat namérena data s pribéhem funkce y = A cos(B(x — C)) + D. Hodnoty
zméfené pii nastavovani experimentu, stejné jako naméfend data, vam umozni urcit
parametry A, B, Ci D.

Kliknéte do oblasti grafu a ucirte ho aktivnim. Vyberte funkci Analyza—Odecet hod-
not a urcete hodnotu parametru C. Tato hodnota prfedstavuje posunuti kfivky ve sméru
osy x oproti zakladni funkci kosinus. Zakladni kosinus ma pro x = 0 maximalni hodnotu.
Urcete tedy cas, ve kterém je nase namérena kfivka maximalni. Tuto hodnotu zapiste
do tabulky jako C.

Mate zméren desetindsobek periody T. Vypocitejte tedy hodnotu jedné periody T.
Zapiste ji do tabulky.

Parametr B se nazyva uhlova frekvence a vyjadiuje pocet opakovani, které funkce vyko-

na béhem doby 2 sekund. Vypocitejte hodnotu B ZZTH a zapiste ji do tabulky.

m)

Al
B (s
C(

s)

D (m)
10-T (s)
T(s)

Nyni mUzete vytvorit graf namérené funkce. Vyberte Analyza—Prolozit kfivku....
Vyberte Manualni aproximace a zadejte nové definovanou funkci A*cos(B*(t - C)) + D.
Zadejte hodnoty parametr( A, B, Ca D z tabulky.

a) Hodnota A je rovna amplitudé pohybu kyvadla.

b) Hodnota B je rovna uhlové frekvenci kyvadla.

¢) Hodnota C je rovna hodnoté posunuti kiivky ve vodorovném sméru (¢as).

d) Hodnota D je rovna hodnoté posunuti kfivky ve sméru osy y (vzdalenost od sonaru).
Jak dobfe tato funkce prochazi namérenymi daty? Jestlize prolozeni odpovida namére-
nym datlim, zapiste si vloZenou rovnici a odpovidejte na dalsi otazky. Jestlize kfivka ne-
odpovidd naméfenym datlim, pokuste se parametry zménit tak, aby kfivka prochazela
naméfenymi daty. Diskutujte se svymi spoluziky a ucitelem, jaky vliv na prolozenou
kfivku ma ktery parametr. Vysledek opét zapiste a pokracujte odpovédi na dalsi otazky.
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Jak by se zménily parametry A, B, C a D, jestlize bychom se pokusili modelovat tuto
periodickou funkci funkci y = A sin(B(x — C)) + D misto funkci kosinus? Napiste svou
predpovéd a kazdou z hodnot zdGvodnéte.

Ovérte svou predpovéd zménou modelu. Prolozte namérena data funkci sinus cha-
rakterizovanou novymi koeficienty A, B, C a D. Prochazi tato funkce namérenymi daty?
Pokud ne, pro¢? Opravte model tak, aby jimi prochézela.

Jaky je vyznam jednotlivych koeficientl A, B, C a D z modelu pohybu kyvadla ve tvaru
y =A cos(B(x - C)) + D? Upfesnéte.

Mate pred sebou graf zavislosti polohy kyvadla na case. Zkuste spocitat derivaci této
funkce. Vyberte Data—Novy dopocitavany sloupec. Zadejte ndzev a oznacenifunkce
této nové funkce (napf. derivace, D1), pfipadné jeji jednotku (zde m/s).V poli pro rovni-
ci nového sloupce zadejte derivace(,vzdalenost”). Ziskate tak graf zavislosti rychlosti
kyvadla na Case. Jaka je souvislost obou studovanych zavislosti? Kdy je rychlost kyvadla
nulova? Kdy je rychlost kyvadla maximalni? K odpovédi na tyto otazky si mizete vytvo-
fit graf znazornujici obé funkce v zavislosti na ¢ase zaroven.

e
Jednotky a popisky
Nézev: j
Znacka: |Dl j totky: I'“/s j
Cil:
Pfidat vSem podobnym datovym fadam
Rovnice:
derivace("vzdalenost”)
[] zobrazovat b&hem mé&eni [ Funkce > ‘ [ Proménné (sloupce) > I I Parametry > I
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P¥i této praci si zaci uvédomi a sami pfijdou na vyznam pojmuU amplituda, perioda a poca-
te¢ni poloha kyvadla. Hodnoty téchto veli¢in sice mdzeme snadno ziskat z naméreného
grafu, ddvdme vsak prednost pfimému nezavislému méreni béznymi pomlckami (metr,
stopky).
Zavazi kyvadla by mélo byt z tvrdého materialu, aby nedochazelo k pohlcovani a Spatné-
mu odrazu ultrazvukovych vin. Micek o velikosti 5cm je docela vhodny.
vl{kéz,ka ® " -. X ) e
naméfenych _ 4 . ., )
hodnot £ Y ’ :
T 04 » -
s . K
— ‘e..
02
0 1 2 3 4 5
Cas (s)
Tabulka | 4 m) | 0,20
naméienych
hodnot | 5 (1) )87
T
C(s) 0,25
D (m) 0,653+0,271 0,462
10-T (s) 21,9
T(s) 2,19

Jestlize zapiSeme ziskané hodnoty do tabulky upravujici proklddanou funkci, ziskame
nasledujici graf.

Manudlné prolozit kfivku pro:

B ’ / Posledni méfeni | vzdalenost
- x= A*cos(B*(x-C)) + D
3 — / __—| A:0,2000
5 B: 2,869
% 0,4 \ C:0,2500
T \\/ \;jwzo
> | 5 ..
0,2 [ [ L
0 1 2 3 4 5
(2,36,0,3012) Cas (s)

Vidime, ze prolozend kfivka prochazi naméfenymi daty. Rovnice této funkce je
y=10,20 cos(2,87 (t - 0,25)) + 0,462.

Prvni parametr A = 0,20 m ma vyznam amplitudy. Tato hodnota je rliznd od pocatecni
polohy kyvadla, protoZze méreni za¢indme v libovolny okamzik pohybu kyvadla.

Parametr B mé vyznam uhlové frekvence pohybu kyvadla.

Hodnota C je posunuti grafu funkce kosinus ve sméru osy x (tedy ¢asu). Odpovida casu,
ve kterém graf funkce nabyva maximalni hodnoty.

Poslednim parametrem je posunuti grafu ve sméru osy y. Funkce kosinus nabyva klad-
nych a zadpornych hodnot, jeji sttedni hodnota je rovna nule. Nase funkce nabyva hodnot
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od 0,271 m do 0,653 m. Jako stfredni hodnotu, kolem které kmitd nds oscildtor, tedy vez-
meme aritmeticky primér hodnot krajnich. Vysledek je D = 0,462 m.

1) Jak by se zménily parametry A, B, C a D, jestlize bychom se pokusili modelovat tuto
periodickou funkci funkci y = A sin(B(x — C)) + D misto funkci kosinus? Napiste svou
predpovéd a kazdou z hodnot zdGvodnéte.

Odpovéd: Jestlize pouzijeme funkci sinus, zméni se pouze parametr C. Ostatni parametry

z(stavaji shodné s predchozim modelem. Amplituda funkce sinus a kosinus je shodna.

A = 0,20 m. Hodnota B neboli uhlova frekvence se opét neméni, protoze i funkce sinus

a kosinus maji stejné periody, tudiz i uhlové frekvence. Posunuti funkci ve sméru osy y

musi byt opét stejné, protoze popisuji stejny jev. Pouze parametr C, tedy posun v Case,

ma jinou hodnotu. Funkce sinus a kosinus jsou vici sobé posunuty o ¢tvrtinu periody,

v nasem pfipadé je T = 2,19 s, ¢tvrtina tedy odpovida 0,548 s. Funkce sinus se oproti funkci

kosinus zpoZduje, musime tedy od hodnoty C__= 0,25 s hodnotu 0,548 s odecist. Dosta-

vame hodnotu C, =-0,298s.

2) Ovérte svou odpovéd zménou modelu. Prolozte namérend data funkci sinus charak-
terizovanou novymi koeficienty A, B, C a D. Prochazi tato funkce namérenymi daty?
Pokud ne, pro¢? Opravte model tak, aby jimi prochazela.

Odpovéd: Funkce y = 0,20 sin(2,87(t - 0,298)) + 0,462 zcela odpovida naméfenym bodim

a kopiruje piivodné prolozenou funkci kosinus.

3) Opét napiste, jaky je vyznam jednotlivych koeficientd A, B, C a D z modelu pohybu
kyvadla ve tvaru y = A cos(B(x - C)) + D.

Odpovéd: Vyznam koeficientll byl osvétlen v pfedchozim textu.

4) Mate pred sebou graf zavislosti polohy kyvadla na ¢ase. Zkuste spocitat derivaci této
funkce. Vyberte Data—Novy dopocitavany sloupec. Ziskate tak graf zavislosti rych-
losti kyvadla na case. Jaka je souvislost obou studovanych zévislosti? Kdy je rychlost
kyvadla nulova? Kdy je rychlost kyvadla maximalni? K odpovédi na tyto otazky si ma-
Zete vytvofit graf znazornujici obé funkce v zavislosti na ¢ase zaroven.

Odpovéd: Jestlize zobrazime do jednoho grafu obé funkce, tedy vzdalenost a jeji derivaci

v zavislosti na ¢ase, ziskame nasledujici graf. Cervena kfivka znazorfiuje vzdalenost kyva-

dla, oranzova pak jeji derivaci neboli rychlost pohybu kyvadla.
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Pro lepsi odecitani v ném byla znédzornéna jesté vedlejsi mrizka.

Obé funkce spolu zcela zfetelné souviseji. Obé jsou periodické a maji shodnou periodu.
Kdyz jedna z nich nabyva své maximalni hodnoty, druhd prochazi svou stfedni hodnotou,
a obracené. Stejné se chovaji i funkce sinus a kosinus, nebo pravé funkce kosinus a jeji
derivace.

Rychlost kyvadla je tedy maximalni v okamziku, kdyZ prochdazi rovnovaznou polohou,
a naopak nulova, kdyz se kyvadlo nachazi ve své krajni poloze charakterizované svou ma-
ximalni vychylkou. Je jedno, zda vpravo nebo vlevo od rovnovazné polohy.
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